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Uvod

Neke primjene dvostrukog integrala su:

• Računanje volumena,

• Računanje povřsine,

• Problem mase nehomogene ploče,

• Problem težǐsta nehomogene ploče.
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Volumen

Ako je f (x , y) pozitivna funkcija, onda

V =

∫ ∫
D
f (x , y)dx dy

predstavlja volumen tijela iznad područja D, omedenog grafom
funkcije f .

Općenitije, ako je tijelo omedeno plohama z1 = f (x , y) i
z2 = g(x , y), pri čemu funkcije f i g imaju istu domenu D na kojoj
vrijedi g(x , y) ≤ f (x , y), onda je volumen takvog tijela dan
dvostrukim integralom

V =

∫ ∫
D

(f (x , y)− g(x , y))dx dy .
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Općenitije, ako je tijelo omedeno plohama z1 = f (x , y) i
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Primjer 1
Izračunajte volumen tijela omedenog ravninama x = 0, y = 0,
z = 0, y = 2− x i plohom z = x + y2.

f (x , y) = x + y2

V =

∫ 2

0

dx

∫ 2−x

0

(x + y 2)dy =

∫ 2

0

dx(xy +
y 3

3
)
∣∣∣2−x

0

=

∫ 2

0

(x(2− x) +
(2− x)3

3
)dx =

∫ 2

0

(−x3

3
+ x2 − 2x +

8

3
)dx

=
8

3
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Izračunajte volumen tijela omedenog ravninama x = 0, y = 0,
z = 0, y = 2− x i plohom z = x + y2.

f (x , y) = x + y2

V =

∫ 2

0

dx

∫ 2−x

0

(x + y 2)dy =

∫ 2

0

dx(xy +
y 3

3
)
∣∣∣2−x

0

=

∫ 2

0

(x(2− x) +
(2− x)3

3
)dx =

∫ 2

0

(−x3

3
+ x2 − 2x +

8

3
)dx

=
8

3

4 / 18



Primjer 1
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Primjer 2
Izračunajte volumen tijela omedenog ravninama x = 2, y = 0,
y = x

2 i plohama z = 2x2 i z = −x2.

f (x , y) = 2x2

g(x , y) = −x2

V =

∫ 2

0

dx

∫ x
2

0

(2x2 − (−x2))dy =

∫ 2

0

dx

∫ x
2

0

3x2dy

=

∫ 2

0

dx3x2y
∣∣∣ x2
0
=

∫ 2

0

3

2
x3dx

= 6
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Povřsina

U formuli za volumen V =
∫ ∫

D f (x , y)dx dy , izraz dx dy
predstavlja element povřsine.

Ako stavimo f (x , y) = 1, dvostruki integral po D daje povřsinu
područja D,

P =

∫ ∫
D
dx dy .
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Primjer 3
Izračunajte povřsinu područja omedenog parabolama y = x2 − 2x i
y = −x2.

P =

∫ 1

0

dx

∫ −x2

x2−2x

dy

=

∫ 1

0

dxy
∣∣∣−x2

x2−2x
=

∫ 1

0

(−x2 − (x2 − 2x))dx

=

∫ 1

0

(2x − 2x2)dx =
1

3
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Povřsina u polarnim koordinatama

Da bi dobili formulu za povřsinu u polarnim koordinatama, u
formulu za volumen u polarnim koordinatama

V =

∫ ∫
D
f (r cosφ, r sinφ)r dr dφ

uvrstimo f (r cosφ, r sinφ) = 1 pa je povřsina područja D dana
formulom

P =

∫ ∫
D
r dr dφ.
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Primjer 4
Izračunajte povřsinu područja omedenog pravcima y = x , y = −x
i lukom kružnice (x − 2)2 + y2 = 4.

(x − 2)2 + y2 = 4

x2 − 4x + y2 = 0

r2 = 4r cosφ

r = 4 cosφ

P =

∫ π
4

−π
4

dφ

∫ 4 cosφ

0

rdr

=

∫ π
4

−π
4

dφ
r 2

2

∣∣∣4 cosφ
0

=

∫ π
4

−π
4

8 cos2 φdφ

= 8

∫ π
4

−π
4

1 + cos(2φ)

2
dφ = · · · = 2π + 4
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Masa nehomogene ploče

Promatramo područje D (ploču) u ravnini. Ako je masa ploče
jednoliko razmazana, ploča je homogena, u protivnom je
nehomogena.

U slučaju nehomogene ploče, masa ovisi o funkciji gustoće mase
f (x , y).

Uzmimo mali dio područja D, pravokutnik sa stranicama 4x i 4y .

Masa takvog pravokutnika 4m približno je jednaka

4m ≈ f (x , y)4x4y .
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U slučaju nehomogene ploče, masa ovisi o funkciji gustoće mase
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Masa nehomogene ploče

Stoga, imamo
⇒ dm = f (x , y)dx dy ,

pa je

m =

∫ ∫
D
f (x , y)dx dy .

Ova je formula analogna formuli za masu nehomogenog segmenta

m =

∫ b

a
f (x)dx .
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Primjer 5

Neka je D pravokutnik odreden sa 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b. Neka je
funkcija gustoće mase

(a) f (x , y) = 3, (b) f (x , y) = x , (c) f (x , y) = xy .

(i) Grafički predočite i interpretirajte raspored mase.

(ii) Izračunajte masu pravokutnika.

(iii) Podijelite pravokutnik na dva dijela jednakih masa.
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Primjer 5

(a) m =

∫ a

0
dx

∫ b

0
3dy = 3ab

(b) m =

∫ a

0
dx

∫ b

0
xdy =

a2b

2
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Primjer 5
(c)

m =

∫ a

0

dx

∫ b

0

xydy =

∫ a

0

dx(x
y 2

2
)
∣∣∣b
0
=

∫ a

0

b2

2
xdx =

b2

2

x2

2

∣∣∣a
0
=

a2b2

4

∫ c

0

dx

∫ b

0

xydy =
1

2
m

c2b2

4
=

1

2

a2b2

4

c2 =
a2

2
⇒ c =

a√
2
=

a
√
2

2
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Težǐste nehomogene ploče

Analogno formuli za težǐste nehomogenog segmenta

xT =

∫ b
a xf (x)dx∫ b
a f (x)dx

,

imamo formule za x i y koordinatu težǐsta nehomogene ploče

xT =

∫ ∫
D xf (x , y)dx dy∫ ∫
D f (x , y)dx dy

, yT =

∫ ∫
D yf (x , y)dx dy∫ ∫
D f (x , y)dx dy

.
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Primjer 6

Odredite težǐste ploče pod (b) iz prethodnog primjera.

f (x , y) = x

∫ a

0

dx

∫ b

0

f (x , y)dy = m =
a2b

2

∫ a

0

dx

∫ b

0

xf (x , y)dy =

∫ a

0

dx

∫ b

0

x2dy =

∫ a

0

x2bdx =
a3b

3∫ a

0

dx

∫ b

0

yf (x , y)dy =

∫ a

0

dx

∫ b

0

xydy =

∫ a

0

x
b2

2
dx =

a2b2

4

xT =
a3b
3

a2b
2

=
2

3
a, yT =

a2b2

4

a2b
2

=
1

2
b
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Primjer 7
Odredite masu čitave ravnine ako je funkcija gustoće mase dana sa

f (x , y) = e−
x2+y2

2 .

Preći ćemo na polarne koordinate

m =

∫ ∫
R2

e−
x2+y2

2 dx dy =

∫ 2π

0
dφ

∫ ∞
0

e−
r2

2 r dr

= [t = − r2

2
, dt = −rdr ] = −

∫ 2π

0
dφ

∫ −∞
0

etdt

= −
∫ 2π

0
dφ(et)

∣∣∣−∞
0

= −
∫ 2π

0
(0− 1)dφ =

∫ 2π

0
dφ = 2π
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Zadatci

1. Izračunajte masu pravokutnika 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2 ako mu
je funkcije gustoće mase dana sa f (x , y) = (x + y)2.

2. Izračunajte masu i odredite težǐste pravokutnika 1 ≤ x ≤ 3,
0 ≤ y ≤ 4 ako mu je funkcije gustoće mase dana sa
f (x , y) = x + y .
Podijelite pravokutnik na dva dijela jednake mase.

3. Izračunajte masu kruga sa sredǐstem u ishodǐstu i radijusom
r = 2 ako mu je funkcije gustoće mase dana sa f (x , y) = x2.

4. Izračunajte volumen tijela omedenog plohama y = x2 − 1,
y = 1− x2, z = 0 i z = 2.
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